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Problém platenia minimalnym po¢tom minci

Vstup: hodnoty k minci my, mp, ..., my a cielovd suma X
(v8etko kladné celé &isla).
Vystup: najmensi polet minci, ktoré potrebujeme na zaplatenie X.

Jana Cernikové (FMFI UK) Metédy v bioinformatike 3/10/2024 2/12



Problém platenia minimalnym po¢tom minci

Vstup: hodnoty k minci my, mp, ..., my a cielovd suma X
(v8etko kladné celé &isla).
Vystup: najmensi polet minci, ktoré potrebujeme na zaplatenie X.

Priklad: k=3, m;y =1, m =2, m3 =5, X =13.
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Odbocka: este matematickejsia formulacia
bez slov minca, suma, ...

Vstup: kladné celé &isla my, my, ..., me a X.
Vystup: celé &islo n a n &isel xq,...,xp, pre ktoré platia nasledujlice
podmienky:

@ x; € {my,my,...,my} pre kazdé i =1,2,...,n.

o Y L. xi=X.

@ n je najmensie moZné.
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Problém platenia minimalnym po¢tom minci

Vstup: hodnoty k minci my, my, ..., my a cielovd suma X (v3etko kladné
celé &isla).

Vystup: najmensi pocet minci, ktoré potrebujeme na zaplatenie X.

Priklad: k=3, mi =1, my =2, m3 =5, X =13.
Priklad: k=3, m; =1, m =3, m3=4, X =6.
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:

pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:

@ pouzijeme 5, X =8
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:
@ pouzijeme 5, X =8

@ pouzijeme 5, X =3
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:
@ pouzijeme 5, X =8
@ pouzijeme 5, X =3

@ pouzieme 2, X =1
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:

pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X

od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:

@ pouzijeme 5, X =8
@ pouzijeme 5, X =3
@ pouzieme 2, X =1

@ pouZijeme 1, X =0
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:
@ pouzijeme 5, X =8
@ pouzijeme 5, X =3
@ pouzieme 2, X =1
°

pouzijeme 1, X =0

Problém s tymto riesenim?
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Jednoduchy sposob rieenia

@ opakuj kym X > 0:
pouZi najvagsiu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

priklad pre k=3, m; =1, my=2, m3 =5, X =13:
@ pouzijeme 5, X =8
@ pouzijeme 5, X =3
@ pouzieme 2, X =1
°

pouzijeme 1, X =0

Problém s tymto rieSenim? nefunguje vZdy
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > 0:

pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > O:
pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy

priklad:
@ mince hodnét 1,3,4
e X=6
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > O:
pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy

priklad:
@ mince hodndt 1,3,4
e X=06

@ algoritmus:
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > O:
pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy

priklad:
@ mince hodndt 1,3,4
e X=06

@ algoritmus: 4 + 1 + 1
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > O:
pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy

priklad:
@ mince hodnét 1,3,4
e X=06
@ algoritmus: 4 + 1 + 1

@ optimum:
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Jednoduchy sposob riesenia

@ opakuj kym X > O:
pouZi najva&siu mincu, ktord je najviac X
od¢itaj hodnotu mince od X

Problém s tymto rieSenim: nefunguje vzdy

priklad:
@ mince hodndt 1,3,4
e X=06

@ algoritmus: 4 + 1 + 1
@ optimum: 3 + 3
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

All]
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Ali] |0

Jana Cernikové (FMFI UK) Metédy v bioinformatike 3/10/2024 7/12



RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Al |01
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Ail[o[12
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Ail (o121
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Aff[o[1[2]1]1
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Aff[o[1[2]1]1]2
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Aff[ol1[2]1|1[2]2
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

AffJol1[2]1[1[2[2]2
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

AffJol1[2]1]1[2[2(2]2
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RieSenie dynamickym programovanim

@ zratame najlepsi pocet minci nielen pre X, ale pre vietky mozné
cielové sumy 1,2,3,.... X — 1, X
@ vyrobime si tabulku A, do ktorej si pre véetky sumy
i=1,2,3,...,X — 1, X uloZime najmensi polet minci, ktorymi ich
vieme zaplatit
Ali] = najmensi po&et minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

Aff[o[1[2]1|1[2[2[2[2]3
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i J0[1[2[3[4[5[6[7[8[9]10
Aif|o[1]2]1]1]2]2]2][2]3]~

X =10, mince: 1, 3, 4

prvd minca 1 3 4
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i J0[1[2[3[4[5[6[7[8[9]10
Aif|o[1]2]1]1]2]2]2][2]3]~

X =10, mince: 1, 3, 4

prvd minca 1 3 4
X - prva
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i J0[1[2[3[4[5[6[7[8[9]10
Aif|o[1]2]1]1]2]2]2][2]3]~

X =10, mince: 1, 3, 4

prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9

Jana Cernikovéd (FMFI UK) Metédy v bioinformatike 3/10/2024 8/12



RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i J0[1[2[3[4[5[6[7[8[9]10
Aif|o[1]2]1]1]2]2]2][2]3]~

X =10, mince: 1, 3, 4

prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9]10-3=7
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|14(5(6|7[8|9]|10
Alil 0|1 1(1(2(2(2(2(3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
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RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4
i 0|1 4156|789 10
Alil 101 1|11(2|12(2(2[3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme
PouZijeme tabulku
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RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4
i 0|1 4156|789 10
Alil 101 1|11(2|12(2(2[3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3
PouZijeme tabulku
Jana Cernikovéd (FMFI UK) Metédy v bioinformatike

3/10/2024

8/12



RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4
i 0|1 4156|789 10
Alil 101 1|11(2|12(2(2[3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2
PouZijeme tabulku
Jana Cernikovéd (FMFI UK) Metédy v bioinformatike

3/10/2024

8/12



RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4
i 0|1 4156|789 10
Alil 101 1|11(2|12(2(2[3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
PouZijeme tabulku
Jana Cernikovéd (FMFI UK) Metédy v bioinformatike

3/10/2024

8/12



RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|/4|5(/6|7|8|9]10
Alil 0|1 1(1(2(2(2(2(3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|/4|5(/6|7|8|9]10
Alil 0|1 1(1(2(2(2(2(3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|/4|5(/6|7|8|9]10
Alil 0|1 1(1(2(2(2(2(3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4 3
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|14(5(6|7[8|9]|10
Alil 0|1 1(1(2(2(2(2(3]7
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4 3 3
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RieSenie dynamickym programovanim
Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i 01 3|14(5(6|7[8|9]|10
Alil 0|1 1(1(1212(2|2[3]| 3
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4 3 3
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RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4

i J0[1[2[3[4[5[6[7[8[9]10
Aifjo[1]2]1|1]2][2]2][2[3] 3

X =10, mince: 1, 3, 4

prvd minca 1 3 4

X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4 3 3

A[10] = min{A[9] + 1, A[7] + 1, A[6] + 1}
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RieSenie dynamickym programovanim

Ali] = najmensi polet minci, ktoré treba na zaplatenie sumy i

mince 1, 3, 4
i 01 3|14(5(6|7[8|9]|10
Alil 0|1 1(1(1212(2|2[3]| 3
X =10, mince: 1, 3, 4
prvd minca 1 3 4
X - prva 10-1=9|10-3=7|10-4=6
# minci eSte potrebujeme 3 2 2
dokopy minci 4 3 3

A[10] = min{A[9] + 1, A[7] + 1, A[6] + 1}

Ali] = min{A[i — 1]+ 1,A[i — 3] + 1, A[i — 4] + 1}
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Algoritmus pre vSeobecnu sustavu k minci my, my, ..., my

Podproblém A[i]

Alill =1+ min{A[i — m], Ali — my], ..., A[i — my]}

m = [1,3,4]

X =11

k = len(m)

nekonecno = math.inf
A = [0]

for i in range(1l, X + 1):
min = nekonecno
for j in range(k):
if i >= m[j] and A[i - m[j]] < min:
min = A[i - m[j]]
A.append(1 + min)
print (4)
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia
prvd minca, ked sme potitali Ali]
(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia
prvd minca, ked sme potitali Ali]
(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i [0[1[2[3[4[5[6]7]8]9]10
Aiflol1 (211

N
N
N
N
w
w
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia

prvd minca, ked sme potitali Ali]

(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i 0|1(2(3|4|5|/6|7|8]9]10
Aff[ol1]2(1 (1222233
Blil[-|1]1]3 43444 a
Rekonstrukcia riesenia pre sumu 10:
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia

prvd minca, ked sme potitali Ali]

(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i 011234 |5|6|7[8[9]10
Afiljoj1{2(1|1|2|22]2|3]|3
Bli]|-|1]1]3 413|414 |4] 4

Rekonstrukcia riesenia pre sumu 10:
e B[10] = 4, zostane nam zaplatit 6
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia
prvd minca, ked sme potitali Ali]
(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i [0[1[2[3[4][5[6[7]8]9]10
Al |01 1
Bli]|-[1 134434444

—
N
N
N
N
w
w

Rekonstrukcia riesenia pre sumu 10:
e B[10] = 4, zostane nam zaplatit 6

e B[6] = 3, zostane nam zaplatit 3
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia

prvd minca, ked sme potitali Ali]
(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i |0|1]2|3|4|5[6|7|8|9]|10

Al |01
Bli]|-[1 13443 [4a]4[a] 4

—_
—_
N
N
N
N
w
w

Rekonstrukcia riesenia pre sumu 10:
e B[10] = 4, zostane nam zaplatit 6
e B[6] = 3, zostane nam zaplatit 3
e BJ[3] = 3, zostdva 0
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Ako ndjst ktoré mince pouZit?

Priddme druhd tabulku B, kde v BJi] si pamitame, ktora bola najlep3ia

prvd minca, ked sme potitali Ali]
(ak je viac moZznosti, zoberieme [ubovolnd, napr. najvacsiu

i [0[1[2[3[4]5[6[7]8]9]10
Al |01
Bli]|-[1 13443 [4a]4[a] 4

—_
—_
N
N
N
N
w
w

Rekonstrukcia riesenia pre sumu 10:
e B[10] = 4, zostane nam zaplatit 6
e B[6] = 3, zostane nam zaplatit 3
e BJ[3] = 3, zostdva 0
@ rieSenie: 4 + 3 + 3
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Program aj s vypisom minci

m = [1,3,4]

X =11

k = len(m)
nekonecno = 1000000
A = [0]

B = [-1]

for i in range(1l, X + 1):

min = nekonecno

min_minca = -1

for j in range(k):
if 1 >= m[j] and A[i - m[j]] < min:
min = A[i - m[j]]
min_minca = m[j]

A.append(1 + min)

B.append(min_minca)

while X > O:
print (B[X])
X =X - B[X]
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Dynamické programovanie vo vieobecnosti

=] = = E nae
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Dynamické programovanie vo vieobecnosti

@ Okrem rieSenia celého problému rie§ime aj mengie problémy
(nazyvame ich podproblémy).
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Dynamické programovanie vo vieobecnosti

@ Okrem rieSenia celého problému rie§ime aj mengie problémy
(nazyvame ich podproblémy).

@ Riedenia podproblémov ukladdme do tabulky a pouZivame pri riegeni

-----
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Dynamické programovanie vo vieobecnosti

@ Okrem rieSenia celého problému rie§ime aj mengie problémy
(nazyvame ich podproblémy).

@ Riedenia podproblémov ukladdme do tabulky a pouZivame pri riegeni

-----

@ Technika dynamického programovania sa pouZiva na viacero
problémov v bioinformatike.

» napr. hladanie zarovnani sekvencii
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